1) Nechf jsou dany funkce

Filz) = arcte __—s?nx o a Fy(z) = —x.
sinx — cos
a) Urcete defini¢ni obor funkce F}.

b) Rozhodnéte, zda existuje realna konstanta c takova, aby pro vSechna z ¢ (—%. 1:0) (tj. pro
libovolné z z jistého vhodného okoli pocatku) platilo Fy(z) = Fy(z) + c. V kladném piipadé

vyhovujici ¢islo ¢ najdéte, v zdporném piipadé vysvétlete, proc pozadované cislo ¢ neexistuje.
c) Zjistéte, kolik existuje tecen grafu funkce Fy, které jsou kolmé k pfimce p: 2z + 2y — 3 = 0. Své
tvrzeni zdiavodnéte.
2) Nechf je ddn polynom
P(z) =2" — 2% — 132° — 2* + 442% + 502% + 40z + 24.

a) Najdéte dvojici normovanych polynomi Q a R, pro néz plati

pricemz polynom @ obsahuje viechny celo¢iselné kofeny (véetné piipadnych nasobnosti) poly-
nomu P.

b) Najdéte vSechny racionalni kofeny polynomu R. Své tvrzeni zdtvodnéte.
c) Urcete podet realnych kofenti polynomu R. Své tvrzeni zdivodnéte.
d) Najdéte alespon jeden polynom R s celoéiselnimi koeficienty, jehoz kofeny jsou prevracenymi
hodnotami kofentt polynomu R.
3A) Oznalme k kiivku, kterou v Gaussové roviné tvofi obrazy vSech komplexnich ¢isel 2z, pro néz plati

|2 +1—4i|=2|z+1—1].

a) Zjistéte druh ktivky £ a najdéte vechny charakteristiky nutné k jejimu presnému uréeni. Vpocet
dopliite vérnym znazornénim ktivky k v Gaussové roving. Bude stacit nacrt k., ve kterém presné
popisete jeji polohu a dilezité rozméry.

b) Vypoététe délku tsecky, jejiz krajni body tvori priseciky kfivky k s imaginarni osou Gaussovy
roviny.

c) Vysetfete, co je mnozinou M viech bod v Gaussové roviné, ze kterych je kiivku k vidét pod
pravym uhlem. Své tvrzeni nélezité dokazte. -
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3B) Necht je déna jistd isecka délky d (d € R*) a kruznice k(S r1) a ko(Sy, re), které maji spoleéné pravé
dva body A a B. Sestrojte tsecku KK, tak, aby platilo K, € ki, Ko € ky, Ae K1 Ky, K1 # A# K,

a II’(}_KQ[ = d.

a) Udélejte nacrt a rozbor, zapidte postup kunstrukee. Vlastni rys provadét nemusite,

b) Diskusi provedte pouze kvalitativné. Tzn. uvedte a zdivodnéte, jaky pocet FeSeni mize dana
tloha mit. Zavislost poctu feseni tlohy na rozmérech a vzdalenostech zadanych atvari (tj. ry, ry
a |515,]) diskutovat nemusite.

¢) V zévislosti na rozmérech a vzdalenostech zadanych atvara (tj. r1. 7o a |S15:]) najdéte nejvéts
moznou hodnotu d, pro niz ma uvazovana tiloha alespoti jedno fegeni. Pro tuto maximalni moznou
hodnotu d zjistéte rovnéz presny pocet feSeni lohy.

4A) V R vyfeste rovnici

6 - 92-]0g1‘ — 15 6log;ﬂ2 g 6 - 16103!1‘\ — e (COtgz €T — th :C) Sin2 2

Ccos 21

4B) V R vyteste rovnici
10g5%+10g5\8/5+...+log5 (“2”“@/}4_,“: .



1. UvaZujme rovnici 2&13 M
2-32243:-2=0. (1)

(a) Vyfeste v C rovnici (1) a viechny jeji kofeny v&rng znazorndte v Gaussoves roving.

Ten kofen, ktery ma nejvitsi absolutni hodnotu, oznaéme z,. Poté Postupné znaéme 2y, 2, (a pfipadné
déle) ostatni kofeny rovnice (1) tak, aby n-uhelnik, ktery obrazy vSech kotenii rovnice (1) v Gaussové
roviné tvofi, byl popsan obvyklym zplisobem, tj. proti sméru chodu hodinovych rugizek.

(b) Vypoctéte obsah n-thelniku tvofeného obrazy vsech kofend rovnice (1) a rozhodnéte, zda mu lze
opsat kruznici. V kladném piipadé urcete jeji stied a polomér, v zadporném pfipads vysvétlete, pro¢
uvazovany n-tihelnik kruznici opsanou nema. O Jjaky n-thelnik se jedna?

(c) Vy3etfete, co je v Gaussové rovins mnoZinou v8ech komplexnich &isel z, pro néz plati

IZ—ZI’=|Z—“22'.

1
(Zf+7) cR.
21

(e) Najd&te reciprokou rovnici nejniz§tho mozného stupné s celodiselnymi koeficienty, JjejimZ jednim z ko-
fentl je ¢islo 22,. Hledanou rovnici upravte do tvaru

(d) Dokazte, 7e pro libovolné k € N plati

nZ" + 0n 12"+ gz 40 =0.

2A. V roviné je déna pfimka d: y = 8 abody F = 3:8] a A =2 14].
(a) Najdéte rovnici paraboly p, kterd ma fidici piimku d a ohnisko F. Uréete Jeji vrchol a priseciky
se soufadnicovymi osami. Vypodet doplitte vérnym naértem této paraboly pFi spravném umisténi
v soustavé soufadnic,

(b) Urete rovnice viech primek, které prochazf bodem A a s parabolou p (z predchozi &4st alohy) maji
spole¢ny pravé jeden bod. Pro kazdou vyhovujici pfimku zjistdte také soutadnice toho bodu, ktery
soulasné lezi na této p¥imce i na parabole p.

(c) Vypoltéte obsah ttvaru, ktery je vymezen parabolou p (z ¢asti (a) této ulohy) a jejimi te¢nami

vedenymi bodem A. Vypocet dopliite vérnym naértem uvazovanych dtvarti pfi spravném umisténg
v soustavé soufadnic. Utvar, jehoZ obsah mate vypocitat, v obrazku vysrafujte.
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2B. Necht je ddna kruinice k (S;r), pfimka p a bod A.

(a) Sestrojte &tverec ABCD tak, aby B € pa C € k. Provedte

® nacrt,
e rozbor,
o kvalitativni diskusi v obecném piipadé (tj. uved'te a zdivodnéte, jaky pocet feseni muze dans

tloha mit; vypodet zjigtujici, jakym zptisobem zavisi pocet feSeni ulohy na polohach a rozmérech
zadanych Gtvard, délat nemusite)

o zapiSte postup konstrukee.

!

Ve zbyvajicich &astech tlohy predpokladejme speciélni polohu, kdy p || AS.

(b)

Narysujte vSechna feSeni tlohy v situaci, ve které pro zadané utvary dale plati r = 3 cm, |AS| =6cm
a |Ap| =4 cm.

(c) V pripadg, 7e navic |Ap| = r - V/2, vypottéte délku usecky AS (v zavislosti na jediném parametru ),

pro kterou md tloha jediné fegeni. Najdate viechny vyhovujici délky |AS].

3A. V R vyfFeste nerovnici

kde

9T — 3(J:+A) _ 3(.?:+B) >0

H

. sin2z =1 i 5
A= lim —t Bz;n2+n a C=log2x-logma—[log2(32x)—log4r2]

3B. Mé&jme Sachovnici, ktera je rozdélena na 8 x 8 shodnych &tvercovych poli.

(a)

Predpokladejme, Ze cela Sachovnice tvoii velky &tverec o stran& délky a = 8 dm. Celou tuto $achovnici
chceme zakryt pomoci étyF shodnych kruhovych ubrusi (tj. kazdy jeji bod musi byt ,pfikryt” alespon
jednim z ubrusi). Jaky nejmensi polomér r miiZe mit kaZdy z téchto kruha? Popiste i zptsob pokryti
Sachovnice pomoci &tyF kruhil o nalezeném poloméru r. Rovnés zdtvodnéte, pro¢ by pomoci mengich
kruhti jiZ celou Sachovnici zakryt neslo. Ubrusy nelze rozstfihovat & jinak délit na mensi ¢4sti.

Pouze v této ¢asti uvaZujme upravenou Sachovnici tak, e z ni odiizneme dvé protéjsi rohova pole
(tj. pole, ktera lei na stejné uhlopizce velkého &tverce, ktery celé 8achovnice tvoti), tzn. predstavuje
Ji zbylych 62 poli - &tveretkd o strand délky a. Rozhodnéte, zda Je mozné celou tuto Sachovnici
zaplnit (tj. pokryt kazdé jeji pole) pomoci 31 obdélnikové desticky, mé-li kazda z nich délky stran
a a 2a a mame-li dovoleno kaZdou z nich klast pfesnd na dv& pole nadi Sachovnice (tj. bez presahu
na jiné pole). Desticky pfitom nelze lamat na mensi dily a p¥i skladani na Sachovnici se nesmi
piekryvat. V kladném p¥ipadé udejte priklad vyhovujiciho pokryti, v zaporném pfipadé zdivodnéte,
pro¢ pozadované pokryti neexistuje.

Néhodn& vybereme dvé politka na Sachovnici a postavime na né dvé vése. Jaks je pravdépodobnost,
Ze se budou vzajemné ohrozovat? Vysledek vyjadiete zlomkem v zakladnim tvaru.

Kolika zpiisoby Ize na Sachovnici rozmistit 8 nerozliSitelnych vézi tak, aby se Zidné dvé z nich neohro-
zovaly? Dv& rozmisténi povazujeme za riizna, li§i-li se polohou alespoti jedné vése. Sachovnici navic
uvazujme jako pevnou se standardné oznafenymi poli, tzn. dvé& rozmisténi, ktera bychom ziskali
pomoci néjaké symetrie (napf. pomoci otogent celé Sachovnice) také povazujeme za rizna.

Kolika zpiisoby lze na této Sachovnici provést tah koném? Pojmem tah v této @loze rozumime usporé-
danou dvojici poli: vychozi pole (odkud se tahne) a koncové pole (kam se tdhne). Dva tahy povaiujeme
za rizné, pokud se lisf alespoit v jednom poli (vychozim & koncovém). Zejména tedy povazujeme za
rizné dva tahy, které tvoff stejna dvé pole ale v opaéném pofadi (tj. tah tam Je jiny nez tah zpét).
Také nyni Sachovnici uvazujme jako pevnou se standardné oznacenymi poli, tzn. dva tahy, které
bychom ziskali pomoci n&jaké symetrie (napf. pomoci otodeni celé Sachovnice) opét povaZujeme za
rizné.



1. Necht je dana rovnice
° FYog-dgg? /o
p:E"—Q(l-{-p)Iy+4py‘+(1ﬁp)$+2(l-p)y—l=U -
§ parametrem p € R a redlnymi neznamymi x a y.
a) DokaZte, 7c zadana rovnice pro kazdé p € R uréuje singuldrni kuzecloseckuy.
b) V zévislosti na hodnoté barametru p vySetfete asymptotické sméry uvaZované kuzelosetky. Pro prislug-
nou hodnotu parametru zjistéte vzdy podet asymptotickych sméri a jejich tvar.

¢) Najdéte hodnotu parametru P, pro kterou tuto kuzelosetku tvoif 2 navzajem kolmé piimky. Urdete jejich
rovnice a stfed kuzelosecky. Dokazte, Ze tato situace nastane pro jedinou hodnotu parametru .

d) Klasifikujte studovanou kuzelosetku ve viech piipadech, kdy ma pravé jeden asymptoticky smér. Pro
kazdou z vyhovujicich hodnot parametru p zjistéte, ¢im je kuZelosetka v daném pfipadé tvofena a je-li
bodové redlna, najdéte té# rovnice Gtvard, které ji vytvaii.

2A. V C vyfieste rovnici
428 — 427 + 1725 — 1355 + 1323 —172% + 42 —4 = 0.
2B. V R? vyfeste soustavu rovnic

. Hoz—6
8 23“ = V2. e,

log, (2? — 4) —logy (2 - z) = 4logg V62 — 2,
4 z
(3+2\/2') + (3—\/§) =6.
3A. UvaZzujme mno#inu
M={1;2;3;...;2017} .

a) Jaky nejmensi pocet &isel z M musime vybrat, abychom méli Jistotu, Ze mezi vybranymi Cisly existuji
takova

i. 3 &isla, jejich# souget je délitelny tfemi,
1. 2 ¢&isla, jejichZ soudet je délitelny deviti?
U ka%deé casti uved'te té% priklad podmnoziny, ktery ukazuje, e nemusi stadit vybrat mensf podet prvk,
nez uvadite.
b) Jaky nejvétsi podet &isel z M lze vybrat tak, aby souéin zadngch tif z nich nebyl délitelny &islem 277
Opét uved'te priklad vyhovujicf podmnoziny a zdlivodnéte, pro¢ nemiize mit vata pocet prvki.
¢) Urgete pocet viech palindroma (tj. aspon dvojcifernych &isel, ktera se &tou stejné zleva i zprava) v mno-
Zingé M.
Sva tvrzeni ve viech dastech tlohy dostatednym zpisobem zdiivodnéte.
3B. UvaZujme mnozinu
M= {1;2;8;...;2007} .
a) Najdéte v M nejvatsi prvocislo. Soutasna dokaZzte, Ze vami uvadéné &islo je skutedns prvoéislem.
b) Najdéte v M nejvati ¢islo, které ma v N
1. pravé 3 délitele,
ii. pravé 4 delitele.
c) UrEete v M pocet viech cisel, ktera maji v N
i. pravé 5 dalitely,
1i. pravé 14 daliteli.
d) Najdéte v M nejmensi Cislo, které ma v N pravé 16 dalitelq.

Sva tvrzeni ve viech &astech tulohy dostateénym zpisobem zdtvodnéte.



1A. Dokagte e pro vSechna n € N plati 2@2{/}

23 (4-16" + 1977+

vyjadrete zlomkem v zakladnim tvary, (4 body)

2A. Uréete vSechny hodnoty parametry v € R, pro které bude mit rovnice
3 2
v+ 20 (1 —z2) =8 — 37

Pravé dva riizné reslné kladne kofeny. Nemusite tedy hledat tvar mnoZziny kofeni zadané rovnice v za-

—_—

vislosti na hodnotéch parametry v. (6 bodii)

2B. Pomoci nalezen;j racionalnich kofent polynomu

15
F(z) = 225 — 625 + -g:r4 +52° — I:cr“) - gm

uréete viechny realné koFeny tohoto polynomu, a to véetns piipadnych nasobnosti, (6 bodii)
3A. Sestrojte trojihelntk ABC, je-li dano q +b=|BC|+ |AC|, ¢ = |AB|a~ = |[<ACB|.

e Provedte nacrt, rozhor a napiste postup konstrukce.

¢ Diskusi provedte pouze kvalitativné (tj. uvedte a zdivodnéte, jaky poéet FeSeni mize dana tloha
mit; zavislost poéty TeSen{ dlohy na volbs hodnot zadanych parametrg diskutovat nemusite).

¢ Zvolte si konkrétni hodnoty zadanych rozmérg tak, aby mé&la tloha alespofi jedno fegens a ve zvolené
situaci vechna Fegenj vyrysujte.

(6 bodi)
3B. Najdéte osy mimobé&zek
p= {[~6+t;—5+2t;—-15+6t],t€ R} a ¢g= {[-1 ~—28;8+23;—5—33],s € R} .

Urcete i prusec¢iky hledané osy s kazdou ze zadanych mimobések vypoltéte vzdalenost piimek p a g.



4A.

4B.

SA.

5B.

6A.

6B.
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Necht jsou dany funkce
fry=logslz-1) a g:y=-V2-6+4.

Do jednoho obrazku nagrtnéte vérns jejich grafy (vyznagte v nich dilezité body, pFipadné prvky sou-
meérnosti, prisetiky se soufadnicovymi osami} a urlete jejich definiéni obory a obory hodnot. Na zakladé
téchto grafl najdéte viechna feSenf rovnice

logs(z — 1) = —vz —6+4.

Zdtivodnéte pfitom, pro¢ ma tato rovnice Vami uvadény podet feSeni. (5 bodii)

V R? vyfeste soustavu rovnic
V5T - /2 =20,
zy = 20.

(5 bodii)
Urcete stfed a polomér kulové plochy
kit $2+y2+22—2$—8y+4z—4=0.
Déle najdéte viechna d € R, pro né# plati, Ze prinikem roviny
p:2r—3y—62+d=10
a kulové plochy x je kruznice o poloméru 4. (4 body)

V C vyfeste rovnici

1 V3

zZ = —5 + TZ .
Kofeny této rovnice znazornéte vérné v Gaussové rovind (stadi naért s popisem polohy dileZitych boda
a jejich spravné znazornéni v odpovidajicich kvadrantech) a pojmenujte tvar, jehoz vrcholy vSechny
kofeny FeSené rovnice tvofi. (4 body)

Cisla ai, G2, a as , jejichz souet je 18, tvofi prvni t¥i éleny aritmetické posloupnosti. Cisla a1+ 8, as, aas
tvorf prvni tfi Cleny geometrické posloupnosti. Vypodtéte a;, ay, a as. Najdéte viechna feseni. (5 bodit)

UvaZujme funkei

.’L‘3

AR Trre
Vysetiete
() intervaly monotonie a viechny lokélni extrémy funkce f,

(b) intervaly, v nichZ je funkce f konvexni, resp. konkavn{ a najdéte viechny jeji inflexni body.

(5 bodi)

ra



